Zadanie
Je dana funkcia f:IN—Z definovana nasledovne: f(0)=0 a f(n+1)=3f(n)+14n+11
Dokazte: InyeNV neN;n =n,: f(n)<9.3"—2009

Dokaz

Jedno z moznych rieSeni je postup matematickou indukciou. Najprv dokaZzeme, ze nerovnost’ plati
pre n=4 apotom druhy indukény krok: ze ak nerovnost’ plati pre n pak plati aj pre n+1
Tymto by sme ukazali ze nerovnost’ plati pre vSetky n>4 atym padom Cislo 7, existuje - je to
napriklad 7,=4 (ale aj vetky vicSienez 4 ).

1) vypo&itame si hodnotu f(n) pre n=4 : f(0)=0 = f(1)=3-0+0+11=11 =
= £(2)=3-11+1-14+11=58 = f(3)=3-58+2:14+11=213 =
= f(4)=3-213+3-14+11=692
Aksi 9.3"—2009 ozna¢ime ako g(n) ,potom g(4)=9.3*-2009=5471.5201
Mbzme tedy zapisat, ze [ (4)<g(4) ,lebo 692<5471.5201 . Prvy indukény krok mame
hotovy.

2) Teraz z predpokladu [ (n)<g(n) dokdzeme f(n+1)<g(n+1)
Vieme Ze f(n)<g(n)=9.3"-2009 = 3 f(n)<3-9.3"—3-2009 (vynasobili sme tromi)
Potom 3 f(n)+(14n+11)<3-9.3"-3-2009+(14n+11) (pricitali sme 14n+11 )
Ale to je to isté ako  f(n+1)<3-9.3"—3-2009+14n+11 (zrekurzivnej definicie f(n) )
-Ak by sa nam podarilo dokdzat, Ze 3-9.3"—3-2009+14n+11<g(n+1) *, potom by platilo, Ze
f(n+1)<3-9.3"-3.2009+14n+11<g(n+1) ateda f(n+l)<g(n+l) ,&ojeto, o sme
chceli dokézat'.

* Dokaz pomocnej vety  3-9.3"—3-2009+14n+11<g(n+1)=9.3"""'-2009=9.3 - 9.3"—2009
Nerovnicu upravujeme: 3-9.3"—2-2009+14n+11<9.3-9.3" (pricitali sme 2009 )
14n—4007<(9.3-3)-9.3"=6.3-9.3" (od¢itali sme 3-9.3" )

Tu uz je platnost’ nerovnice ocividna, nakol’ko l'ava strana zac¢ina hlboko v minuse a priratava sa k
nej v jednom kroku( n—n+1 )len 14 . Naproti tomu prava strana sa kazdym krokom
prendsobuje vySe deviatimi. Ak vam takyto dokaz staci, d’alej nemusite Citat’.

Ak ale chceme byt’ formalisti, nerovnost’ 141 —4007 <6.3-9.3" dokadzeme napriklad indukciou.
Kedze plati 14n—4007<14n , potom ak dokdzeme 147<6.3-9.3" , bude nam platit’ aj
14n—-4007<6.3-9.3" .

1) prvy indukény krok: pre n=1 nerovnost plati: 14<6.3-9.3=58.59

2) z predpokladu, Ze nerovnost plati pre n vyvodime jeho platnost pre n+1

Indukény predpoklad(IP): plati 147<6.3-9.3" . Chceme dokézat ze 14(n+1)<6.3-9.3""!

ZIP mame 14n+14<6.3-93"+14 .

Ale zaroven plati aj 6.3-9.3"+14<6.3-9.3".9.3 ** tympadomaj 14n+14<6.3-9.3".9.3 ,Coje
to ¢o sme chceli dokézat’.

** PreCo plati 6.3-9.3"+14<6.3-9.3"-9.3 ? Lebo to je ekvivalentnés 14<6.3-9.3"-8.3 (odcitali
sme vyraz 6.3-9.3" ). A tato nerovnost pre prirodzené Cisla n urcite plati (plati to pre n=1 a
zaroven funkcia 6.3-8.3-9.3" je rastuca na rozdiel od konstantnej 14 )

Poznamka: funkcia f(n) sa dala vyjadrit explicitnym vzorcom (nie rekurzivnym). Tu sme to sice nepotrebovali, ale ak by sme nenasli pociatocné n pre
ktoré by nerovnica platila (vesp. pri inom zadani) tento postup by sa dal vyuzit. Skuste si f(n) vyjadrit explicitne. je to zabava.
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