Zadanie

Je dana funkcia f:IN—Z definovana nasledovne: f(0)=0 a f(n+1)=3f(n)+14n+11
Vyjadrite ju explicitnym vzorcom (t.j. nerekurzivnym, vyZadujicim koStantny pocet matematickych
operacii vzhladomna n ).

RieSenie

Sktisme si najprv napisat’ prvych par ¢lenov funkcie f(n) : f(0)=0 |
f(1)=3-1(0)+14-0+11=14-0+11=11 | f(2)=3-f(1)+14-1+11=3-11+14+11=

=4-11414 , f(3)=3-f(2)+14-2+11=3-(4-11+14)+14-2+11=13-11+5-14

Podozrenie:

Uz tu sme mohli ponat’ podozrenie, e vietky hodnoty funkcie (postupnosti) f (7) sa daji zapisat

ako sucet nasobkov &isel 11 a 14 | tj. funkcia by bolavtvare f(n)=11, 4145 . Overit, ¢i

to tak naozaj je sa da ve'mi 'ahko a to matematickou indukciou. Vidime ze f (0) v tomto tvare je,

pretoze f(0)=0=11-0+14-0 . Teraz provedeme indukény krok: predpokladajme, ze [ (n) jev

tvare f(n)=11j+145 .Potom f(n+1)=3f(n)+14n+11=3(11,+145)+14n+11=
=11-(3/+1)+14-(35+n) jeznovavkyzenom tvare 11;+145 | ¢o sme chceli dokdzat.

Lenze ako ndm to pomdze?

Cesty sa rozchadzaju:
Ulohu nam to zjednodusi. Oznaéme si ako j(n) postupnost’ koeficientov v postupnsti f (n) pri
jedenastke ( j(n) bude mat takéto funkéné hodnoty: j(0)=0 , j(1)=1 | j(2)=4
j(3)=13  --- ). Podobne si oznaéme §(n) funkciu koeficientov pri Strnastke ( §(0)=0 ,
§(1)=0 , §(2)=1, $(3)=5 ).Funkcia f(n) bude v takomto tvare:
f(n)=11j(n)+145(n) .Nasim cielom je teraz vyjadrit explicitne funkcie j(n) a §(n) ,
vd’aka ¢omu po dosadeni do f (n)=11(n)+145(n) dostaneme explicitny tvar f (n) .
Sledujme, aky maja vzt'ah koeficienty pre f (n) apre f(n+1) :

f(n+1)=3f(n)+14n+11=3(11j(n)+145(n))+14n+11=11-(3 j(n)+1)+14(3 5 (n)+n)
Tu vidime, ze j(n+1)=3j(n)+1 a §(n+1)=35(n)+n (pripominam ;(0)=0 a $(0)=0 )
Pod'me teraz explicitne vyjadrit funkcie j(n) a §(n) .Najprv j(n)

J(n): NapiSeme si najprv prvych par ¢lenov j(n) : 0,1, 143, 1+3+3°, 14+3+3°+3°, ... .

Népadne sa to podobd na geometricky rad, pre ktory plati: ¢°+¢'+¢°+...+¢" '=(¢"=1)/(g—1)

(4k mi neverite, skiiste si rozndsobit’ (q—1)(¢"+q' +q*+...+q¢"~") , ¢ivam vyjde (q"—1) .).

Potom mézeme j(n) zapisat ako j(n)=(3"—1)/(3—1)=(3"—-1)/2 .

Overit platnost’ tohoto vyjadrenia j(7n) mozeme dosadenim j(n)=(3"—1)/2 do jeho definicie:
3—1_0

Najprv skontrolujeme j(0)= 7 =E=O , potom platnost rekurzie: j(n+1)=3j(n)+1

n+1 n
o 3153l

2 2
Vzorec pre j(n)=(3"—1)/2 sme tymto dokazali. Toto bolo 'ahké, no zostdva ndm este $(n) .

+1 P 3n+1_1=3‘3n_3+2 PN 3n+1_1=3n+1_1

S(n): Vypisme si prvych par ¢lenov $(n) : $§(0)=0, $(1)=0, §(2)=1,
§(3)=35(2)+1=3-142 , §(4)=35(3)+3=3-(3+2)+3=3"+2-3+3 ,
§(5)=3-5(4)+4=3-(3"+2-34+3)+4=3"+2-3°+3-3'+4 . Tu uzje to trocha tazsie, no vyzera ze
aj ¢leny §(n) sleduju nejaki zavislost: méame tu klesajice mocniny trojky, ale stiipajiice
koeficienty pri nich. S trochou fantazie by sme $(5) mohli napisat’ ako
0-3*+1-3°+2:3°+3-3'+4-3° , teda vieobecné $(n) by vyzeralo nejako takto:
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§(n)=0-3""+1-3""*+...+(n—2)-3'+(n—1)-3° (na predstavenie skiis dosadit n=5 ). No pre
jednoduchost’ sa skiisme pridfzat naseho §(5) . To si mdzeme rozpisat’ ako

§(5)=3"42-3°+33'+4-3°=(3’+3°+3'+3°)+(3°+3'+3")+(3'+3°)+(3")=

o 3'—1 3—1 3°—1 3-1_3"+3+3"+3'—(n—1)

+ + +—=
3-1 3-1 3-1 3-1 2

O_

Aby sme vzorec mali kraj$i, pridame k nemu nulu v tvare . Vysledok bude vyzerat”:

§(5)= 333 —n=) 3134343743 +3"—n
2 2 2
geometrickll prostupnost’  3*+3°+3?+3'+3° | ¢o napiSeme ako (3°—1)/2 , takZe dostdvame:
$(5)=((3°=1)/2—n)/2 .Ocakavame, kedze nam vysiel takyto pekny tvar pre $(5) , pre
§(n) bude platit’ nie¢o ako §(n)=((3"—1)/2—n)/2 .Znova- overime platnost’ §(0)=0 :
$(0)=((3°=1)/2—0)/2=0 .A teraz rekurzivny vztah: §(n+1)=35(n)+n .Plati nAm?

. Tu v8ak mame znova

n+1 n
3 2_1—(n+1)' 32_1—11 o
§(n+1)= =3. +n=35(n)+n
2 2
3”+1_1 7 3”_1 n+1 n+1 ¥ ~ ’ ’
—(n+1)=3- -n+2n < 37 —1-2(n+1)=3""-3+2n , o uzplati. Tymto

2
sme dokazali vztah §(n)=((3"—1)/2—n)/2

Zaver:
3" -1 -1,
Dosad’me si nase tazko vydobyté vztahy j(n)= 5 2 §(n)= 2 spét’ do funkcie
2
f(n) - f(n)=11j(n)+14§(n)=11~32_1+7~ 3_1—11):18-3_1—7n=9-3"—7n—9

Naga hl'adan4 funkcia f (n) ma explicitny tvar £ (n)=9-3"—7n—9
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