Delitel'nost’ Styrmi
-Cislo ¢ je delite'né 4 prave vtedy ak jeho posledné dvojcislie je delitelné 4.
-Dokaz priamy:
-¢ mézeme zapisat’ ako ¢=100a+b (rozlozime ho na stovky a posl. Dvoj¢islie)
Mame dokazat ze: 4|c < 4|b
Tuto ekvivalenciu musime dokazat’ dvoma implikaciami:

1) 4lc = 4|b
Ked’Ze 4|c, mdZzeme ¢ zapisat’ ako c=4k (k je prir. Cislo)
Potom ¢=100a+b = c—100a=b = 4k—4-25a=b = 4(k—25a)=b
Lavé strana je delite'na 4, musi byt teda i prava teda 4|b

2) 4b = 4c
Ked’Ze 4/b, moZeme ¢ zapisat’ ako b=4k (k je prir. Cislo)
Potom c¢=100a+b = c¢=100a+4k = c=4-25a+4k = c=4(25a+k)
Prava strana je delite'na 4, musi byt teda i 'ava teda 4|c

Prvocisel je nekonecne vela
-Dokaz sporom: uvazujme, ze ich je kone¢ny pocet a ivahami dojdeme ku sporu.
Nech je prvocisel kone¢ny pocet n. Ozna¢me ich Py p, p;.---, P, zoradené podla velkosti. Ked’
spravime ¢islo vzniknuté su¢inom vsetkych prvocisel a pripocitanim 1, dostaneme ¢islo
c=p,-py, psy.---p,T1 . Toto &islo mdze byt bud’ zlozené ¢islo, alebo prvogislo.

-Ak by bolo zlozené, musi byt delite'né niektorym z prvocisiel, ale to nieje, pretoZze ma po
deleni kazdym z nich zvySok rovny jednej (¢islo o 1 menSie by malo zvySok 0, nakol’ko je delite'né
vSetkymi prvocislami).

-Ak by bolo prvocislo je ur€ite vdcsie nez ktorékol'vek z  p, p, p;.---, P, ateda vzniklo
nové prvocislo, ¢o je vSak spor s tym, Ze sme na zaciatku oznacili vSetky prvocisla.

AG nerovnost’
-Aritmeticky priemer je vzdy vacsi alebo rovny geometrickému
-Dokaz priamy, algebraicky(da sa i geometricky dokazat’)

+b
0>Vab 12 = a+b=2Vab |°* (umocnit mdZeme lebo st obe strany rovnice

kladné) = (a+b)’>4ab = a’+2ab+b’>4ab [—4ab
a*—2ab+b’>0 = (a—b)*>0 Vieme, ze druha mocnina &isla je vzdy vicsia-rovna nule. Tym je
uloha dokézana.

Ak gama je 45° potom S,=(a’+b’-c*)/4

-ddkaz priamo
1 . 1 .
Pre A plati vzorec pre vypocet obsahu S=5'a~bsm (gama)= 5a -bsin (45 °)=

_1 \/E_ab\/z
=2.g.p Ytz
2 2 4
Zarovei plati kosinusové veta: ¢’=a’+b’>—2abcos(gama)=a’+b’—2abcos(45°)=
cz=a2+b2—2ab%=a2+b2—ab\/2 kedze ab\2=4S tak

=a*+b*—4S = 4S=a’+b'—c? > S=

= 4S=gb\/2

a’+b*—c’

1 Co je to ¢o sme chceeli dokézat'.



Logaritmus stucinu je sucet logaritmov
-dokazujeme log(x-y)=log(x)+log(y)
-ddkaz priamo

Vieme, ze x= alog,,x potom aj xXy= alog,,xy

g, x _log,y__ log, xy log,x+log,y __ log, xy
‘a =a a =a

Xy=xy = alo = rovnicu zlogaritmujeme

A dostaneme: log, (x)+log,(y)=log,(x-y)

8. X

Pozndmka: veta x= alo vyplyva z definicie logaritmu:

def. pre logaritmus  y=log,(x) plati ze: xy=g~ Potom x= alog”(x) (iba dosadime)

Odmocnina z 2 je iraciondlna

-dokazujeme 2¢Q
-dokaz sporom, predpokladajme, Ze je raciondlna a dojdeme ku sporu

-ked’Ze je racionédlna, m6zeme ju vyjadrit’ zlomkom \/§=§ . Zlomok vieme upravit’ do

zakladného tvaru, kedy su p a q nesudelite'né a teda maji najvacsicho spolo¢ného delitel’a 1.
D(p, q)=1 (dali sme si podmienku)

\/§=§ = gV2=p (umocnime®) = 2q°=p° 2 deli (2q°) tak musi delit i p’.

Teraz nastupuje Lemma 2| p2 = 2|p , ktoru dokdZeme neskor. Kazdopadne z nej vyplyva ze 2
deli p (ked’Ze deli p*) Potom mdZeme p napisat ako p=2k kde k je nejaké prirodzené &islo.
Potom 2¢°=p® = 2q°=(2k)’=4k’ = ¢’=2k’ Kedze 2 deli pravu stranu, musi aj lavu.

2 deli q*, pouzitim lemmy dostaneme 2 deli q.

-Dospeli sme k zvlaStnemu zaveru, Ze 2 deli p, aj q. Potom by mali ale spolocného delitel’a
minimalne 2, €o je vSak spor.

Dokaz lemmy: 2|p° = 2|p
-dokaz nepriamo: veta obmenend 24 p = 24p° Teda ak je 2 neparne tak aj jeho druhd mocnina
ma byt neparna.
Nepérne p zapiseme p=2k+1 (k€IN) potom
pi=4K+4k+1=2(2k*+2k)+1=2z+1 (z€N)
Kedze p*je v tvare 2z+1 , je neparne a tym sme lemmu dokézali.

12 deli n’-n’
nw—n’=n’(n"—1)=n’(n—1)(n+1)=n’(n—1)n(n+1) Musime dokazat Ze je tento vyraz
delitelny aj 3-mi, aj 4-mi. -dokaz priamy.

1) delitelnost’ 3: Vyraz obsahuje sucin troch po sebe iducich ¢isel - ur€ite bude jedno z
nich deliteI'né 3-mi a teda je del. 3 aj cely vyraz (keby sme to chceli dokézat’
exaktnejsie, zvolili by sme si za n postupne 3k,3k+1,3k+2 |, (podl'a zvyskov po
deleni troma) a v kazdom pripade vyjde vyraz delitel'ny troma - trojku tam vyjmeme)

2) delitelnost 4: Ak je n parne, teda n=2k potom vyrazje 4k*(2k—1)2k(2k+1)
Vidime Ze je delite'ny Styrmi.

Ak je nneparne, teda n=2k+1 ,vyrazbude (2k+1)*(2k)(2k+1)(2k+2) .
Z druhej a Stvrtej zatvorky vieme vynat’ dva a dostaneme:
4(2k+1)°k(2k+1)(k+1) -je delitelny 4-ma
-v oboch pripadoch je vyraz delitelny 4.
Vyraz je delitel'ny 3-mi aj 4-mi a teda aj 12-timi.




